
Undersøgende aktivitet om primtal.
Af Petur Birgir Petersen

Definition:
Et primtal er et naturligt tal større end 1, som kun 1 og tallet selv går op i.

Eksempel 1: 
Tallet 1 ikke et primtal fordi det ikke er større end 1.
Tallet 2 er et primtal, fordi 2 er et naturligt tal forskelligt fra 1, som kun 1 og 2 går op i.
Tallet 3 er et primtal, fordi 3 er et naturligt tal forskelligt fra 1, som kun 1 og 3 går op i.
Tallet 4 er ikke et primtal, fordi 1 og 2 og 4 går op i 4.

Erathostenes' si:
Erathosthenes' si er en antik græsk metode til at lave lister over primtal op til en vis grænse.
Man begynder med at skrive de naturlige tal større end 1 og op til et tal n på en liste, markerer det 
mindste tal 2 og sletter alle de tal på listen, som 2 går op i. 
I de tal, der nu er tilbage, markeres det mindste tal 3,og alle de tal på listen, som 3 går op i, slettes . 
I de tal, som derefter er tilbage, markeres det mindste tal 5,og alle de tal på listen, som 5 går op i, 
slettes .
Sådan fortsættes til der kun er primtal tilbage på listen.
Bemærk, at ovenstående algoritme kan stoppes, når man markerer et primtal p, som er større end 
eller lig med kvadratroden af n .
Forklar dette! 

Opgave 1:
Brug Erathostenes' si til at slette de tal i følgende tabel, der ikke er primtal: 

Primtal i Maple:
Når man skal i gang med at arbejde med primtal i Maple, er det lettest, hvis man først aktiverer den 
indbyggede pakke NumberTheory (husk at Maple skelner mellem små og store bogstaver):



Egentlig behøves man kun at aktivere pakken, hvis man har tænkt sig at bruge en af kommandoerne
Divisors, NumberOfPrimefactors, PrimeCounting eller PrimeFactors.
De andre kommandoer vi bruger erindbyggede, og virker selv om vi ikke bruger pakken 
NumberTheory.
Hvis man ikke er interesseret i at se de mulige kommandoer fra pakken, afsluttes hentningen af 
pakken med et semikolon:

 

For at lave en liste over alle primtal, som er mindre eller lig med et naturligt tal n , kan man gøre 
således:

Find først ud af, hvor mange primtal, det drejer sig om. Dette gøres ved hjælp af kommandoen
PrimeCounting.
Brug derefter de indbyggede kommandoer seq og ithprime til at lave listen. 
Kommandoen seq laver en sekvens, og ithprime giver primtal nummer i.
Man kan få en vejledning til de enkelte kommandoer ved i matematikmode at skrive ? foran 
kommandoen f.eks.

I stedet for at læse hele hjælpedokumentet, er det en god ide at begynde med at se på eksemplerne 
nederst i dokumentet.

Eksempel 2:
Man kan lave en liste over alle primtal, som er mindre eller lig med 100 således:

25
Output viser, at der er 25 primtal mellem 1 og 100.
Dem kan man så finde et efter et med kommandoen ithprime:

2

3

5
Men dette går jo meget langsomt, så det er her at kommandoen seq kommer os til hjælp. Eftersom vi 
ved, at vi skal finde primtal nummer 1 til og med 25, skriver vi:

Alt dette kan komprimeres til den ene kommandolinje:



Opgave 2:
Brug Maple til at lave lister over:
a) Alle primtal, som er mindre eller lig med 1000.
b) Alle primtal, som er mindre eller lig med 10000.
c) Alle primtal, som er mindre eller lig med 100000.
d) Alle primtal, som er mindre eller lig med 1000000.

Den sidste af disse lister blev så stor, at den var helt uoverskuelig, og så skulle man også vente i ret 
lang tid, før Maple blev færdig med beregningerne!
Husk altid at gemme dit arbejde inden du sætter store udregninger i gang. Det er muligt at afbryde en
igangværende udregning ved at venstreklikke på knappen i menulinjen indeholdende et udråbstegn 
inde i en ottekant. Hvis udregningen ikke stopper indenfor en rimelig tidshorisont, kan det blive 
nødvendigt at lukke dokumentet, og åbne det igen.
Hvis man f.eks. kun er interesseret i primtallene i et givent interval f.eks. primtallene mellem 
1000000 og 1001000, kan man skrive således:

Som man kan se, er der færre primtal mellem 1 og 100, end der er mellem 1000000 og 1000100. 
Dette kan ses, ved at tælle tallene i listen, men det er hurtigere og lettere at skrive:
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6
Opgave 3:
a) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 1000.
b) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 10000.
c) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 100000.
d) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 1000000.
e) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 10000000.
f) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 100000000.

Nu begyndte udregningen at gå langsomt her til sidst.
Man kan nøjes med at betragte intervaller svarende til f.eks. 1000: 

Opgave 4:
a) Find antallet af primtal mellem 10000 og 11000.
b) Find antallet af primtal mellem 100000 og 101000.
c) Find antallet af primtal mellem 1000000 og 1001000.
d) Find antallet af primtal mellem 10000000 og 10001000.
e) Find antallet af primtal mellem 100000000 og 100001000.

Hvis man forsøger at fortsætte med endnu større tal begynder det at gå lidt langsomt med Maples 
udregning.
Forklaringen er brugen af kommandoen PrimeCounting.
Det går hurtigere, hvis man nøjes med at undersøge tallene i et givent interval med en sammensat 
kommando:

49
Med ord kan denne kommando beskrives således:
antallet af elementer udvalgt blandt primtallene i intervallet [1000000000; 1000001000].

n , 



således:

n) = antallet af primtal mindre end eller lig med n.

Opgave 5:
Brug resultaterne fra opgave 3 til at finde 

. 

Chebyshevs sætning, der blev bevist i midten af det 19. århundrede, siger følgende om 

For store naturlige tal n er    

For eksempel har vi for n =10000 at 

og at

1085.736205
Eftersom 

 
så er tallet n =10000 åbenbart for lille til at sætningen gælder for dette tal.

Opgave 6:
Undersøg om sætningen gælder for:
a) n =100000
b) n =1000000
c) n =10000000
d) n =100000000 

Opgave 7:
Find andelen af primtal i procent af 
a) De naturlige tal mindre end 100000
b) De naturlige tal mindre end 1000000
c) De naturlige tal mindre end 10000000
d) De naturlige tal mindre end 10000000
e) Gør ud fra Chebyshevs sætning rede for, at andelen af primtal i procent af naturlige tal mindre end
n vil være aftagende når n vokser.

Primtalstvillinger er to primtal større end to, hvis differens er to.
For eksempel er 17 og 19 primtalstvillinger.



Selv om den gennemsnitlige afstand mellem primtallene i følge Chebyshevs sætning vokser, 
formoder man at der findes uendeligt mange primtalstvillinger.
Dette er ikke en sætning, men en formodning, fordi ingen har formået at bevise (eller modbevise) 
dette.

I den næste opgave skal vi lede efter primtalstvillinger. Men først et eksempel:

Eksempel 3:
Lad os se på 100 primtal ad gangen f.eks. fra nummer 10001 til og med 10100:

Man kan faktisk finde primtalstvillinger inde i listen, men man skal kigge godt efter for at opdage 
dem. Prøv finde nogle af disse primtalstvillinger.
Hvis vi kun er interesseret i at undersøge om der findes primtalstvillinger i intervallet, er det mere 
overskueligt at udregne forskellen mellem to naboprimtal:

Ja, der er en del totaller og dermed også primtalstvillinger på listen. Hvis vi vil tælle antallet af 
primtalstvillinger på listen, er det mere overskueligt at sortere denne først:

Som man kan se var der hele 8 primtalstvillinger mellem primtal med nummer 10000 til og med 
10100.

opgave 8:
Find antallet af primtalstvillinger mellem primtal med nummer:
a)  1 til og med 100
b)  1001 til og med 1100
c)  100001 til og med 100100
d)  1000001 til og med 1000100
e)  10000001 til og med 10000100
f)  20000001 til og med 20000100



Den franske matematiker Fermat havde en formodning om at tal, der udregnes efter formlen:

   

alle er primtal.

Lad os udregne de første 8 af disse såkaldte Fermat-tal:

For at undersøge om disse Fermat-tal er primtal, kan man i Maple bruge kommandoen isprime  f.eks.

true

false

Det vi fik at vide var at det er sandt at 17 er et primtal, men at det ikke er sandt at 18 er et primtal.

For at finde ud af hvilke naturlige tal, der så går op i 18 kan man f.eks. bruge kommandoen Divisors 
således:

For at faktorisere tallet i dets primfaktorer kan man bruge kommandoen ifactor, hvor bogstavet i står 
for integer:

Dette skal læses således at 18 kan skrives som .   

Opgave 9:
Undersøg om alle de første 8 Fermat-tal er primtal.
Hvis et (eller flere) af disse tal ikke er et primtal, så 
a) Find ud af hvilke naturlige tal, der går op i de pågældende Fermat-tal 
b) Faktoriser tallet i dets primfaktorer. 

Som man hurtigt opdager, så bliver Maples udregninger langsomme, når de primtal,som vi regner på 
bliver for store.

Opgave 10: 
Forklar hvorfor det med brug af Erathostenes si vil tage længere tid at undersøge om et tal er et 
primtal, jo større tallet er. 

I antikken udarbejdede Euklid følgende bevis for at der eksisterer uendelig mange primtal.
I beviset bruger Euklid Aritmetikkens Fundamentalsætning, som siger, at ethvert tal på en entydig 



måde (bortset fra rækkefølgen) kan faktoriseres i primfaktorer.

Skitse af Euklids bevis for at der eksisterer uendelig mange primtal:
Lad  være primtal. Så går ingen af disse primtal op i tallet

 +1
(idet dets rest ved division med ethvert af primtallene  er 1). 
Primfaktorerne i n, som jo findes ifølge Aritmetikkens Fundamentalsætning, kan altså
ikke findes blandt tallene  , så de er altså andre (og dermed nye) primtal.
Heraf følger umiddelbart, at der må være uendeligt mange primtal.

Eksempel 4:
Euklids bevis for at der eksisterer uendelig mange primtal, kan bruges til at fremstille en liste af 
primtal:
Antag f.eks. at vi indtil videre kun kender primtallet = 2. Det vil sige at primtalslisten til at begynde
med kun består af tallet 2.
Nu beregnes tallet  +1 = 2+1 = 3, som er et nyt primtal .
Derefter beregnes tallet  +1 =  = 7, som er et nyt primtal .
Derefter beregnes tallet  +1 =  = 43, som er et nyt primtal . 
Derefter beregnes tallet  +1 =  = 1807 . 

Allerede nu kan man ikke umiddelbart se, om vi har fat i et primtal, eller et tal, der kan faktoriseres i 
mindre primtalsfaktorer.
Som hjælp kan vi bruge kommandoen PrimeFactors fra pakken NumberTheory:

  
Ud fra dette output kan vi aflæse to nye primtal til vores liste:  13 og 139.   
Indtil videre ser vores liste af primtal således ud:  2, 3, 7, 13, 43, 139.
Det er et uløst problem i talteori, om man med denne metode i princippet vil kunne konstruere alle 
primtal.

Opgave 11:
a) Fortsæt beregningen af primtalslisten fra eksempel 4 indtil den indeholder 15 primtal 
    (brug fortsat metoden angivet i Euklids bevis: Find primfaktorerne i (1 + produktet af de foreløbig 
konstruerede primtal), og føj disse primfaktorer til listen af primtal).
b) Åben opgave: Udvælg selv primtallene  og anvend metoden fra beviset for Euklids 
sætning til at finde nye primtal. Man kunne f.eks. begynde med listen 3, 11. 
    (Det er hensigtsmæssigt at stoppe beregningerne, når tallene bliver så store, at Maple har svært ved
at følge med).

Det er muligt at nuancere metoden til konstruktion af primtal ud fra Euklids bevis således:
Føj kun én faktor til produktet   for hvert trin i algoritmen. Dette uddybes i det 
følgende eksempel:

Eksempel 5:
I eksempel 4 fandt vi primfaktorerne 13 og 139 til tallet ( ).
Ifølge Euklids algoritme skal vi i næste trin finde primfaktorerne i tallet ( ), men
alternativt kunne vi først finde primfaktorerne i ( ), og vente med at medtage 



primtallet 139 som faktor:

Men her fandt vi igen to nye primtal, som vi ikke har brugt før: Primtallene 53 og 443. I stedet for at 
bruge 139 som faktor i næste trin, kan vi bruge det mindre primtal 53:

Opgave 12:
I opgave 11a opnåede vi kun at lave en liste af 15 primtal inden tallene blev så store, at Maple skulle 
bruge meget lang tid til at gennemføre beregningerne.
a) Undersøg hvor mange primtal, der kan konstrueres ved hjælp af metoden angivet i eksempel 5, før
Maple giver op.
b) Åben opgave: Eksempel 5 tog udgangspunkt i at listen af primtal i starten kun bestod af tallet 2. 
Gennemfør metoden i eksempel 5, hvor primtalslisten fra start er forskellig fra 2     


