Undersogende aktivitet om primtal.
Af Petur Birgir Petersen

Definition:
Et primtal er et naturligt tal sterre end 1, som kun 1 og tallet selv gér op i.

Eksempel 1:

Tallet 1 ikke et primtal fordi det ikke er storre end 1.

Tallet 2 er et primtal, fordi 2 er et naturligt tal forskelligt fra 1, som kun 1 og 2 gér op 1.
Tallet 3 er et primtal, fordi 3 er et naturligt tal forskelligt fra 1, som kun 1 og 3 gar op i.
Tallet 4 er ikke et primtal, fordi 1 og 2 og 4 gér op i 4.

Erathostenes' si:

Erathosthenes' si er en antik graesk metode til at lave lister over primtal op til en vis graense.

Man begynder med at skrive de naturlige tal storre end 1 og op til et tal #n pd en liste, markerer det
mindste tal 2 og sletter alle de tal pa listen, som 2 gar op i.

I de tal, der nu er tilbage, markeres det mindste tal 3,0g alle de tal pa listen, som 3 gér op i, slettes .
I de tal, som derefter er tilbage, markeres det mindste tal 5,0g alle de tal pa listen, som 5 gar op i,
slettes .

Sadan fortsattes til der kun er primtal tilbage pa listen.

Bemerk, at ovenstaende algoritme kan stoppes, ndr man markerer et primtal p, som er storre end
eller lig med kvadratroden af 7 .

Forklar dette!

Opgave 1:

Brug Erathostenes' si til at slette de tal 1 folgende tabel, der ikke er primtal:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Primtal i Maple:

Nér man skal i gang med at arbejde med primtal i Maple, er det lettest, hvis man forst aktiverer den
indbyggede pakke NumberTheory (husk at Maple skelner mellem sma og store bogstaver):

restart,

with(NumberTheory);

[AreCoprime, CalkinWilfSequence, CarmichaelLambda, ContinuedFraction,

ContinuedFractionPolynomial, CyclotomicPolynomial, Divisors, FactorNormEuclidean,



HomogeneousDiophantine, ImaginaryUnit, InhomogeneousDiophantine, IntegralBasis,
InverseTotient, IsCyclotomicPolynomial, IsMersenne, IsSquareFree, [thMersenne,
JacobiSymbol, KroneckerSymbol, Landau, LargestNthPower, LegendreSymbol, Mobius,
ModExtendedGCD, ModularLog, ModularRoot, ModularSquareRoot, Moebius,
MultiplicativeOrder, Mobius, NearestLatticePoint, NextSafePrime,
NumberOfirreduciblePolynomials, NumberOfPrimeFactors, L), ®, PrimeCounting,
PrimeFactors, PrimitiveRoot, PseudoPrimitiveRoot, QuadraticResidue, RepeatingDecimal,

RootsOfUnity, SumOfDivisors, SumOfSquares, ThueSolve, Totient, A, |, ¢, T, G, T, (p]

Egentlig behgves man kun at aktivere pakken, hvis man har teenkt sig at bruge en af kommandoerne
Divisors, NumberOfPrimefactors, PrimeCounting eller PrimeFactors.

De andre kommandoer vi bruger erindbyggede, og virker selv om vi ikke bruger pakken
NumberTheory.

Hvis man ikke er interesseret i at se de mulige kommandoer fra pakken, afsluttes hentningen af
pakken med et semikolon:

with(NumberTheory) :

For at lave en liste over alle primtal, som er mindre eller lig med et naturligt tal » , kan man gere
saledes:

Find forst ud af, hvor mange primtal, det drejer sig om. Dette gores ved hjelp af kommandoen
PrimeCounting.

Brug derefter de indbyggede kommandoer seq og ithprime til at lave listen.

Kommandoen seq laver en sekvens, og ithprime giver primtal nummer i.

Man kan fa en vejledning til de enkelte kommandoer ved i matematikmode at skrive ? foran
kommandoen f.eks.

7seq

I stedet for at leese hele hjelpedokumentet, er det en god ide at begynde med at se pa eksemplerne
nederst i dokumentet.

Eksempel 2:
Man kan lave en liste over alle primtal, som er mindre eller lig med 100 séledes:

PrimeCounting(100);
25

Output viser, at der er 25 primtal mellem 1 og 100.
Dem kan man sa finde et efter et med kommandoen ithprime:

ithprime(1);

2
ithprime(2);

3
ithprime(3);

5

Men dette gar jo meget langsomt, s& det er her at kommandoen seq kommer os til hjelp. Eftersom vi
ved, at vi skal finde primtal nummer 1 til og med 25, skriver vi:

seq(ithprime(i),i=1..25);

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97
Alt dette kan komprimeres til den ene kommandolinje:
seq(ithprime(i),i=1..PrimeCounting(100) );



2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97

Opgave 2:

Brug Maple til at lave lister over:

a) Alle primtal, som er mindre eller lig med 1000.

b) Alle primtal, som er mindre eller lig med 10000.
c) Alle primtal, som er mindre eller lig med 100000.
d) Alle primtal, som er mindre eller lig med 1000000.

Den sidste af disse lister blev si stor, at den var helt uoverskuelig, og s& skulle man ogsé vente i ret
lang tid, for Maple blev fardig med beregningerne!
Husk altid at gemme dit arbejde inden du satter store udregninger i gang. Det er muligt at afbryde en
igangverende udregning ved at venstreklikke pa knappen i menulinjen indeholdende et udrabstegn
inde 1 en ottekant. Hvis udregningen ikke stopper indenfor en rimelig tidshorisont, kan det blive
nodvendigt at lukke dokumentet, og &bne det igen.
Hvis man f.eks. kun er interesseret i primtallene 1 et givent interval f.eks. primtallene mellem
1000000 og 1001000, kan man skrive saledes:
seq(ithprime(i), i = PrimeCounting(1000000) + 1 ..PrimeCounting(1000100) );

1000003, 1000033, 1000037, 1000039, 1000081, 1000099

Som man kan se, er der ferre primtal mellem 1 og 100, end der er mellem 1000000 og 1000100.
Dette kan ses, ved at telle tallene i listen, men det er hurtigere og lettere at skrive:
PrimeCounting(100);

25

PrimeCounting(1000100) — PrimeCounting( 1000000 );
6

Opgave 3:

a) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 1000.

b) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 10000.

c¢) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 100000.

d) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 1000000.
e) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 10000000.
f) Find antallet af primtal, som er mindre eller lig med 100000000.

Nu begyndte udregningen at ga langsomt her til sidst.
Man kan ngjes med at betragte intervaller svarende til f.eks. 1000:

Opgave 4:

a) Find antallet af primtal mellem 10000 og 11000.

b) Find antallet af primtal mellem 100000 og 101000.

c) Find antallet af primtal mellem 1000000 og 1001000.

d) Find antallet af primtal mellem 10000000 og 10001000.
e) Find antallet af primtal mellem 100000000 og 100001000.

Hvis man forseger at fortsette med endnu sterre tal begynder det at ga lidt langsomt med Maples
udregning.
Forklaringen er brugen af kommandoen PrimeCounting.
Det gér hurtigere, hvis man ngjes med at undersoge tallene 1 et givent interval med en sammensat
kommando:
numelems(select (isprime, [ seq(1000000000..1000001000) ) );

49

Med ord kan denne kommando beskrives saledes:
antallet af elementer udvalgt blandt primtallene 1 intervallet [1000000000; 10000010001].

Vi indferer nu funktionen &, der teeller antallet af primtal mindre eller lig med et naturligt tal  ,



saledes:
m(n) = antallet af primtal mindre end eller lig med n.
Opgave 5:

Brug resultaterne fra opgave 3 til at finde 7(1000), ©(10000), ©(100000), =(1000000), 7(10000000)
og m(100000000).

Chebyshevs s@tning, der blev bevist i midten af det 19. arhundrede, siger folgende om
tellefunktionen m:

<mn) <1.1-

For store naturlige tal n er 0.9 - lnl(qn) ln?n)

For eksempel har vi for n =10000 at

7t(10000) = PrimeCounting(10000);
t(10000) =1229

og at
10000.0
In(10000.0) ’
1085.736205

Eftersom
11 10000.0

A < 1229;
In(10000.0) 5

1194.309826 < 1229

sé er tallet » =10000 abenbart for lille til at setningen gaelder for dette tal.

Opgave 6:

Undersog om s@tningen galder for:
a) n =100000

b) n =1000000

¢) n=10000000

d) n =100000000

Opgave 7:

Find andelen af primtal 1 procent af

a) De naturlige tal mindre end 100000

b) De naturlige tal mindre end 1000000

c¢) De naturlige tal mindre end 10000000

d) De naturlige tal mindre end 10000000

e) Gor ud fra Chebyshevs setning rede for, at andelen af primtal i procent af naturlige tal mindre end
n vil vere aftagende nar n vokser.

Primtalstvillinger er to primtal sterre end to, hvis differens er to.
For eksempel er 17 og 19 primtalstvillinger.



Selv om den gennemsnitlige afstand mellem primtallene i folge Chebyshevs satning vokser,
formoder man at der findes uendeligt mange primtalstvillinger.

Dette er ikke en satning, men en formodning, fordi ingen har forméet at bevise (eller modbevise)
dette.

I den naste opgave skal vi lede efter primtalstvillinger. Men forst et eksempel:

Eksempel 3:
Lad os se pd 100 primtal ad gangen f.eks. fra nummer 10001 til og med 10100:

seq(ithprime(i), i=10001..10100);
104743, 104759, 104761, 104773, 104779, 104789, 104801, 104803, 104827, 104831, 104849,

104851, 104869, 104879, 104891, 104911, 104917, 104933, 104947, 104953, 104959, 104971,
104987, 104999, 105019, 105023, 105031, 105037, 105071, 105097, 105107, 105137, 105143,
105167, 105173, 105199, 105211, 105227, 105229, 105239, 105251, 105253, 105263, 105269,
105277, 105319, 105323, 105331, 105337, 105341, 105359, 105361, 105367, 105373, 105379,
105389, 105397, 105401, 105407, 105437, 105449, 105467, 105491, 105499, 105503, 105509,
105517, 105527, 105529, 105533, 105541, 105557, 105563, 105601, 105607, 105613, 105619,
105649, 105653, 105667, 105673, 105683, 105691, 105701, 105727, 105733, 105751, 105761,
105767, 105769, 105817, 105829, 105863, 105871, 105883, 105899, 105907, 105913, 105929,
105943

Man kan faktisk finde primtalstvillinger inde 1 listen, men man skal kigge godt efter for at opdage
dem. Prov finde nogle af disse primtalstvillinger.

Hvis vi kun er interesseret 1 at undersgge om der findes primtalstvillinger i intervallet, er det mere
overskueligt at udregne forskellen mellem to naboprimtal:

seq(ithprime(i + 1) — ithprime(i), i=10001..10100 —1);

16,2,12,6,10,12,2,24,4, 18,2, 18,10, 12, 20, 6, 16, 14, 6, 6, 12, 16, 12, 20, 4, 8, 6, 34, 26, 10,
30,6,24,6,26,12,16,2,10,12,2,10,6,8,42,4,8,6,4,18,2,6, 6,6, 10, 8, 4, 6, 30, 12, 18,
24,8,4,6,8,10,2,4,8, 16, 6, 38, 6, 6, 6, 30,4, 14, 6, 10, 8, 10, 26, 6, 18, 10, 6, 2, 48, 12, 34,
8,12,16,8,6, 16, 14

Ja, der er en del totaller og dermed ogsé primtalstvillinger pa listen. Hvis vi vil telle antallet af

primtalstvillinger pa listen, er det mere overskueligt at sortere denne forst:

sort([seq(ithprime(i + 1) — ithprime(i), i=10001..10100 —1)1);

(2,2,2,2,2,2,2,2,4,4,4,4,4,4,4,4,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,6,06,06,06,6,8,8,
8,8,8,8,8,8,8,8,10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12,
14, 14, 14, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 18, 18, 18, 18, 18, 20, 20, 24, 24, 24, 26, 26, 26, 30, 30,
30, 34, 34, 38, 42, 48]

Som man kan se var der hele 8 primtalstvillinger mellem primtal med nummer 10000 til og med

10100.

opgave 8:

Find antallet af primtalstvillinger mellem primtal med nummer:
a) 1 til og med 100

b) 1001 til og med 1100

c¢) 100001 til og med 100100

d) 1000001 til og med 1000100

e) 10000001 til og med 10000100

) 20000001 til og med 20000100



Den franske matematiker Fermat havde en formodning om at tal, der udregnes efter formlen:

F=2@ 41 >0

n
alle er primtal.

Lad os udregne de forste 8 af disse sdkaldte Fermat-tal:

( _,(@) _ :

seq\ F,=2""+1,n=0.7];

Fy=3,F =5,F,=17, F;=257, F,= 65537, F=4294967297, F = 18446744073709551617, F,,
=340282366920938463463374607431768211457

For at undersoge om disse Fermat-tal er primtal, kan man i Maple bruge kommandoen isprime f.eks.

isprime(17);
true

isprime(18);
false

Det vi fik at vide var at det er sandt at 17 er et primtal, men at det ikke er sandt at 18 er et primtal.

For at finde ud af hvilke naturlige tal, der s& gér op i 18 kan man f.eks. bruge kommandoen Divisors
saledes:

Divisors(18);

{1,2,3,6,9,18}
For at faktorisere tallet i dets primfaktorer kan man bruge kommandoen ifactor, hvor bogstavet i star
for integer:

ifactor(18);
2

(2) (3)

Dette skal leses saledes at 18 kan skrives som2-3-3.

Opgave 9:

Undersog om alle de forste 8 Fermat-tal er primtal.

Hvis et (eller flere) af disse tal ikke er et primtal, sa

a) Find ud af hvilke naturlige tal, der gar op 1 de pageldende Fermat-tal
b) Faktoriser tallet i dets primfaktorer.

Som man hurtigt opdager, sa bliver Maples udregninger langsomme, nar de primtal,som vi regner pa
bliver for store.

Opgave 10:
Forklar hvorfor det med brug af Erathostenes si vil tage leengere tid at undersege om et tal er et
primtal, jo sterre tallet er.

I antikken udarbejdede Euklid folgende bevis for at der eksisterer uendelig mange primtal.
I beviset bruger Euklid Aritmetikkens Fundamentalscetning, som siger, at ethvert tal pa en entydig



mdde (bortset fra reekkefolgen) kan faktoriseres 1 primfaktorer.

Skitse af Euklids bevis for at der eksisterer uendelig mange primtal:
Ladp,, p,, ....., p;vere primtal. S& gér ingen af disse primtal op i tallet

R=DP Dy e 'pj+1
(idet dets rest ved division med ethvert af primtallene p,, p,, ..... . p;er 1).

Primfaktorerne i, som jo findes ifolge Aritmetikkens Fundamentalscetning, kan altsd
ikke findes blandt tallenep, p,, ..... D sa de er altsa andre (og dermed nye) primtal.

Heraf folger umiddelbart, at der ma vere uendeligt mange primtal.

Eksempel 4:

Euklids bevis for at der eksisterer uendelig mange primtal, kan bruges til at fremstille en liste af
primtal:

Antag f.eks. at vi indtil videre kun kender primtallet p,= 2. Det vil sige at primtalslisten til at begynde

med kun bestér af tallet 2.
Nu beregnes tallet p; +1 = 2+1 = 3, som er et nyt primtal p, .

Derefter beregnes talletp,- p, +1 =2-3 + 1 =7, som er et nyt primtal p, .
Derefter beregnes talletp,- p,-p;+1=2-3-7 + 1 =43, som er et nyt primtal p, .
Derefter beregnes talletp,- p,-py-p, +1=2-3-7-43 + 1= 1807 .

Allerede nu kan man ikke umiddelbart se, om vi har fat i et primtal, eller et tal, der kan faktoriseres 1
mindre primtalsfaktorer.
Som hjalp kan vi bruge kommandoen PrimeFactors fra pakken NumberTheory:

PrimeFactors(1807);
{13,139}

Ud fra dette output kan vi afleese to nye primtal til vores liste: ps =13 og p,=139.

Indtil videre ser vores liste af primtal saledes ud: 2, 3, 7, 13, 43, 139.
Det er et ulgst problem i talteori, om man med denne metode i princippet vil kunne konstruere alle
primtal.

Opgave 11:
a) Fortsat beregningen af primtalslisten fra eksempel 4 indtil den indeholder 15 primtal
(brug fortsat metoden angivet i Euklids bevis: Find primfaktorerne i (1 + produktet af de forelobig
konstruerede primtal), og foj disse primfaktorer til listen af primtal).
b) Aben opgave: Udvzlg selv primtallene p pDos e . P; 08 anvend metoden fra beviset for Euklids

setning til at finde nye primtal. Man kunne f.eks. begynde med listen 3, 11.
(Det er hensigtsmaessigt at stoppe beregningerne, nar tallene bliver sé store, at Maple har svert ved
at folge med).

Det er muligt at nuancere metoden til konstruktion af primtal ud fra Euklids bevis séledes:
Foj kun én faktor til produktetp,- p,- ..... " D; for hvert trin i algoritmen. Dette uddybes i det

folgende eksempel:

Eksempel 5:

I eksempel 4 fandt vi primfaktorerne 13 og 139 til tallet (2-3-7-43 + 1).

Ifelge Euklids algoritme skal vi i naste trin finde primfaktorerne i tallet (2-3-7-43-13-139 + 1), men
alternativt kunne vi forst finde primfaktorerne 1 (2-3-7-43-13 + 1), og vente med at medtage



primtallet 139 som faktor:
PrimeFactors(2-3-7-43-13 +1);
{53,443}

Men her fandt vi igen to nye primtal, som vi ikke har brugt for: Primtallene 53 og 443. I stedet for at
bruge 139 som faktor i naeste trin, kan vi bruge det mindre primtal 53:
PrimeFactors(2-3-7-43-13-53 +1);

{5, 248867}

Opgave 12:

I opgave 11a opndede vi kun at lave en liste af 15 primtal inden tallene blev sé store, at Maple skulle
bruge meget lang tid til at gennemfore beregningerne.

a) Undersegg hvor mange primtal, der kan konstrueres ved hjelp af metoden angivet i eksempel 5, for
Maple giver op.

b) Aben opgave: Eksempel 5 tog udgangspunkt i at listen af primtal i starten kun bestod af tallet 2.
Gennemfor metoden 1 eksempel 5, hvor primtalslisten fra start er forskellig fra 2



