Rapport

Udviklingen af brug af computerbaserede matematikprogrammer i gymnasiet
- Et dialogforumprojekt

Forord

Nervarende rapport er en evaluering af et todrigt projekt om computerprogrammet Maple’s vej ind
i den gymnasiale matematikundervisning i forhold en raekke fokusomrader. Der er tale om
viderefgrelse og udbygning af et samarbejde mellem Christianshavns Gymnasium, Ngrre G, Sankt
Annz Gymnasium, Kgbenhavns Abne Gymnasium, Gefion, Aurehgj Gymnasium og HTX Lyngby
og Institut for Matematiske Fag (MATH) Kgbenhavns Universitet'. Rapporten er baseret pa
interviews med de projektdeltagende lzerere og elever om matematikundervisning med Maple samt
evalueringer af kurser og seminarer gennemfart som led i projektet. Det skal understreges, at der er
tale om en evaluering, og at konklusioner og anbefalinger i rapporten skal ses i lyset heraf.
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' 1 skoleéret 2008-10 gennemfartes et pilotprojekt om computerbaseret matematik i gymnasiet. Projektet, der var
stattet af Undervisningsministeriet (UVM), afsluttedes med en konference d. 26/10-2010. P& konferencehjemmesiden
http://www.math.ku.dk/english/research/conferences/2010_and_before/computere_og_matematikundervisning kan man
endvidere rekvirere den afsluttende rapport skrevet til UVM. Det er pa baggrund af nogle af rapportens konklusioner, at
ansggningen til naerveerende projekt skal ses.



0. Baggrund

| de senere ar er der sket en voldsom udvikling i brugen af computer i matematikfaget bade i
gymnasiet og pa videregdende uddannelser. | gymnasiet et lommeregneren pé vej ud® og pa de
videregaende uddannelser arbejdes der mange steder i introduktionsforlgbene med
computerprogrammet Maple. Det har givet et behov for efteruddannelse af gymnasieleerere med et

fokus pa, hvor CAS fgrer matematik og matematikundervisningen hen.

| det hidtidige samarbejde® mellem MATH og skolerne er der blevet afdakket en nogle omrader,

det er seerligt vigtigt at fokusere pa:

- Der er behov for at udvikle undervisning, der i serlig grad udnytter CAS programmernes
styrkesider. Hidtidig indfarelse af CAS (primert lommeregnere) er i hgj grad blevet absorberet i
eksisterende pensum og forlgb. Med en mere avanceret CAS brug udfordres denne praksis og
der er en fare for at matematikfaget trivialiseres. Omvendt ligger der muligheder for at motivere
matematik pa nye mader, arbejde med mere avancerede modeller, visualiseringer mm. Blandt
emner/temaer man kunne forestille sig at udvikle pa inden for matematikfaget kunne veare
ligningslagsninger — herunder ligninger af flere variable — graenseveerdibegrebet,
funktionsbegrebet og kurver.

- Der er behov for se pa, hvordan den mere avancerede brug af CAS, der f.eks. ligger i Maple kan
udvikles/udbredes til andre fag pa studieretninger med matematik, og pa hvordan laerere i f.eks.
kemi, samfundsfag og biologi og fysik, der (endnu) ikke har kendskab til CAS programmer kan
involveres. Modellering er et oplagt emne inden for anvendelse af matematik med CAS.

- Endvidere er der behov for at udvikle hensigtsmassige arbejdsformer vedrgrende opgaver,
rapporter og vejledning. Heri ligger ogsa at arbejdsprocesser, der knytter sig til retning af
opgaver adresserer, at de skriftlige produkter er udarbejdet, afleveret og rettet elektroniske, samt
at tilbagemeldingen er elektronisk. Det elektroniske medie skal ses i sammenhang med selve
leereprocessen — ikke som et teknologisk appendiks.

- Endeligt kan der gennem brugen af computerprogrammer som Maple kaldes matematik frem
som reekker ud over gymnasiematematikken. Heri ligger der pa den ene side en reekke
muligheder for at adressere overgangen til videregaende uddannelser, men pa den anden side

ogsa en oplagt udfordring om at introducere Maple pa hensigtsmassigt vis.

% En naermere beskrivelse findes nedenfor i afsnit 7.0.
* Her refereres til det tidligere projekt stattet af UVM.



De fire omrader vil adresseres eksplicit gennem hele projektet.

1. Projektets formal

Hovedformalet er at videreudvikle et eksisterende samarbejde mellem skolerne og MATH med
henblik pd at satte leererne i stand til at udvikle undervisningsforlgb, der i serlig grad udnytter CAS
programmernes styrkesider. Projektet retter sig mod at udvikle eksemplariske praesentationer,
computerark, opgaver og elevaktiviteter inden for udvalgte omrader samt kurser for
gymnasielerere. Der sigtes endvidere mod at adressere de udfordringer, det elektroniske medie
rejser, nar skriftlige produkter ikke alene skal afleveres elektronisk, men ogsa rettes og

tilbageleveres elektronisk.

Samarbejdet med MATH, der i flere ar har arbejdet med computerbaseret matematik, leverer
undervisere og konsulenter til projektet giver muligheder for videndeling mellem videregaende
uddannelse og gymnasier. MATH's deltagelse er saledes en form for kvalitetssikring i forhold til

kurser og udviklingsarbejde.

Samarbejdet med Institut for Naturfagenes Didaktik (IND) var patenkt viderefart med IND i
samme rolle, som i 2008-2010 projektet. Dette fremgik ogsa af den oprindelige ansggning. |
forbindelse med et gradvist sterre fokus pa Maple’s styrkesider, Maple i andre fag, avanceret brug
af Maple samt ikke mindst overgangen til videregaende uddannelser har det varet mere naturligt
med et samarbejde med DTU, idet Maple spiller en stor rolle i DTU’s forstedelsundervisning pa
matintro og at en raekke af de problemstillinger vedrerende Maple som platform er felles for

undervisningen i gymnasiet og farstedel pa KU og DTU.

2. Praktisk tilretteleeggelse

Grundstenen i projektet har veeret to efteruddannelseskurser, som MATH har afholdt for
matematiklaererne fra de deltagende gymnasier. | overensstemmelse med hensigterne i
projektansggningen er begge kurser organiseres efter en model med tre etaper:

1) en udviklingsfase, hvor en mindre gruppe lerere fra skolerne, der allerede har Maple erfaringer
samles med undervisere fra MATH for at udvikle ideer, der danner udgangspunkt for kurserne

2) selve kurserne, hvor forlgbene udvikles i detaljer og lgbende afpraves i klasserne



3) en opsamling hvor de udviklede forlgb dokumenteres, feerdigbearbejdes og stilles til radighed for
en bredere kreds

Ad 1) Kort efter skolearet 2011/12 blev der af skolerne nedsat en udviklingsgruppe, der i efteraret
2011 afholdte et inspirationsseminar med oplaeg fra Niels Grgnbak og Rune Johansen, MATH samt
Henrik Pedersen, KU LIFE. | forbindelse hermed blev det farste af en reekke mgder i gruppen
afholdt, hvor man fastlagde rammerne for det videre arbejde. Gennem hele projektet har
udviklingsgruppen holdt mgder og den har veeret en vaerdifuld akter i projektet — ikke kun via den
konkrete planlaegning, men ogsa gennem gode internatbidrag og frugtbare didaktiske input.
Udviklingsgruppens bidrag til projektet har saledes veret noget starre end det oprindeligt var

intensionen bade hvad angar mgdeaktivitet, men ikke mindst kvalitativt.

Ad 2) Hvert af kurserne har veeret afviklet over tre tirsdage — to eftermiddage og en hel dag.
Deltagerne har skullet forberede sig til hver gang. Kursusforlgbet blev afsluttet med, at deltagerne
skulle udarbejde et undervisningsforlgb i Maple. Med to nye gymnasier i N@RD-samarbejdet var
der et hensyn at tage i projektets start om at tilbyde en introduktion til Maple, som de andre
gymnasiers lerere tidligere havde gennemfart. Det farste af kurserne blev saledes gennemfart
differentieret og henvendte sig dels til erfarne og uerfarne leerere. Det var sa oplagt i forleengelse
heraf at seette fokus pa introduktion af Maple og avanceret brug af Maple. Det andet kursus var
emnemaessigt tematiseret i forhold til et fokus pa Maple i andre fag og Maple i overgangen til
videregaende uddannelser. Fokus har pa, hvordan IT- og CAS-verktgjer, baseret pa
matematikprogrammet Maple, kan bruges i matematikundervisningen inden for udvalgte emner, der
seerligt tilgodeser fokusomraderne. Kurserne har desuden beskaftiget sig med de didaktiske
problemer og muligheder, som emneomradet indeholder, specielt hvad angar brugen af CAS-
veerktgjer. | forbindelse med hvert af kurserne blev der oprettet en hjemmeside med program,
materiale, meddelelser, mm. Kursushjemmesiderne kan findes via disse link;

http://www.math.ku.dk/~m07jul/maple/

http://www.math.ku.dk/~rune/maple/

Ad 3) I april 2012 og i januar 2013 er der blevet afholdt to internatmgder, hvor formalet har veeret at
opsamle og distribuere de erfaringer, der er blevet gjort undervejs. Det overordnede tema for de to
internater har fulgt temaerne for kurserne. Saledes var fokus pa det farste internat introduktion af

Maple samt avanceret brug af Maple, mens det andet havde Maple i andre fag samt Maple i


http://www.math.ku.dk/~m07jul/maple/
http://www.math.ku.dk/~rune/maple/

overgangen til videregaende uddannelser som tema. Endvidere har det som i det foregaende
samarbejde veret intensionen, at internatopholdet skulle give gget mulighed for afpravning af idéer
og materiale og styrke dannelsen af netvaerk pa tvaers af de deltagende institutioner. Pa hvert af

internaterne har der veeret oplag fra professor Niels Grgnbak fra MATH.

Endeligt har alle projektdeltagerne ved hjelp af fildelingssystemet Dropbox haft mulighed for at
dele det materiale, som de har udviklet med hinanden. Der er ikke offentlig adgang til disse filer,
idet det ogsa skulle veere muligt for lzererne at legge dokumenter ud, som var under udarbejdelse og
dermed halvfeerdige. Der er imidlertid oprettet en hjemmeside www.mcmgym.dk i forbindelse med

projektets feerdiggerelse, hvor nogle fa eksemplariske dokumenter fra projektet er tilgeengelige. Ved

henvendelse kan man & adgang til flere af dokumenterne®.

Der har veeret gennemfart to evalueringsrunder. Temaerne for den farste evalueringsrunde har
omhandlet sammenhang mellem brug af Maple og leererbgger, samt de serlige forhold, der ger sig
geeldende pa HTX mens temaerne for den anden evalueringsrunde har skullet behandle brug af
Maple i andre fag, samt Maple brugt i stgrre undervisningsforlgb sa som projektarbejde - evt. i
forbindelse med studierejse, etc. Evalueringen er gennemfart som besgg i en klasse eller hold —
typisk med oververelse af en times undervisning efterfulgt af fokusgruppeinterview med en
handfuld elever, udvalgt af leereren og som bredt repraesenterede synspunkter pa
matematikundervisningen, og endeligt et interview med laereren. Resultatet af evalueringen indgar
sammen med den opsamlende drgftelse med udviklingsgruppen (se nedenfor) som en vaesentlig del
af projektevalueringen. Endeligt har temaer fra evalueringen indgaet i internaterne — mest konkret

pa det farste i form af elevoplaeeg om erfaringer med brug af Maple pa HTX.

Projektet blev afsluttet med et opsamlende formiddagsmgde i udviklingsgruppen, samt et mindre
seminar, med oplaegsholdere fra MATH og DTU. Formiddagsprogrammet bestod af oplaeg fra en
repraesentant fra hver af de deltagende skoler med fglgende temaer;

e Introduktionen til Maple, Kgbenhavns Abne Gymnasium.

e Avanceret brug af Maple, Ngrre Gymnasium

e Ensarlig HTX vinkel pa Maple — introduktion, brug i andre fag mm., HTX Lyngby.

e Brug af Maple i andre fag, Aurehgj Gymnasium

* Der er 300-400 i alt. Det er svért at gare op. Der er et arkiveringssystem, sdledes at det samme dokument kan ligge i
flere mapper.


http://www.mcmgym.dk/

e Overgang til videregaende uddannelse, Christianshavns Gymnasium

e Efteruddannelse/ leererkompetence, Sankt Annge Gymnasium

e Maple, videndeling og leerersamarbejde, Gefion Gymnasium.

| farste del redegjorde projektansvarlige Henrik Bang og Claus Larsen (CG) endvidere kort for
elevperspektiver pa Maple. Dette med udgangspunkt i de gennemfarte fokusgruppeinterview.
Oplaegsholderne skulle praesentere et 15 minutters opleeg der dels redeggr for hvordan arbejdets
status er pa skolen og hvilke udviklingsmuligheder/problemer man ser, og dels forholder sig til ét de
aspekter som projektet satte fokus pa. Oplaggene og den efterfglgende diskussion var led i en
grundigere evaluering af projektet bade pa den enkelte skole og hvad angar samarbejdet.

Resultaterne fra seancen indgar i projektevalueringen.

3. Medvirkende og deres hovedopgaver
Projektets styregruppe, der har staet for den overordnede planleegning og gennemfarelse af
projektet, har bestaet af Professor Niels Granbak, Institut for Matematiske Fag, Kgbenhavns

Universitet, samt Lektor Claus Larsen og Lektor Henrik Bang, Christianshavns Gymnasium.

Der har endvidere veeret oprettet en udviklingsgruppe bestaende af laerere (Nils Fruensgaard,
Kgbenhavns Abne Gymnasium, Leif Horn og Michael Lund, Ngrre Gymnasium, Ulrik Pedersen og
Jan Steffensen, Aurahgj Gymnasium, Jan Boddum Larsen, HTX Lyngby, Sten Kentved, Gefion,
samt Claus Larsen og Henrik Bang, Christianshavns Gymnasium) fra de deltagende skoler. Den
overordnede planlaegning af kurser, internater samt afsluttende seminar har styregruppen staet for,

mens udviklingsgruppen har staet for detailplanleegning af seminarene.

Claus Larsen har veeret gkonomiansvarlig, mens Claus Larsen og Henrik Bang har gennemfart

evaluering af undervisningsforlgbene, samt haft ansvar for projektevaluering og rapportskrivningen.

Christianshavns Gymnasium har pa vegne af N@RD skolerne veret projektansggere, mens Institut
for Matematiske Fag, Kgbenhavns Universitet har staet for videreudviklingen af
efteruddannelseskurserne for de deltagende gymnasielarere. Rune Johansen, Ph.d. har veret
ansvarlig for udarbejdelsen af materiale til og afviklingen af det farste af efteruddannelseskurserne
efter anvisninger fra udviklingsgruppen. Han har desuden videreformidlet erfaringerne herfra til Jan

Ulrich Lauridsen, der har staet for planleegning og gennemfarelse af det andet kursus.



N@RD er et abent samarbejdsforum af gymnasier samlet om udvikling af matematisk og
naturvidenskabelig undervisning. De deltagende gymnasier i dette projekt har veeret Aurehgj
Gymnasium, Christianshavns Gymnasium, Gefion Gymnasium, HTX Lyngby, Kgbenhavns Abne
Gymnasium, Ngrre Gymnasium og Sankt Annge Gymnasium. Gymnasierne har ivaerksat leerernes
efteruddannelse i Maple samt bidraget med laerere og elever til implementeringen af Maple i
undervisningen. Rektor Troels Vang Andersen, Christianshavns Gymnasium har veeret repraesentant

for gymnasieskolernes ledelse

4. Gennemfgrte aktiviteter i form af mader konferencer mv.

Der har igennem hele projektforlgbet veeret afholdt meder i styregruppen vedrgrende planlaegning
af evalueringer, internatmgder og seminar. De fleste mader har ud over et logistisk/praktisk indhold
med henblik pa at facilitere projektets forskellige begivenheder, tillige haft et didaktisk indhold.
Gennem hele projektforlgbet har der veeret afholdt mader i udviklingsgruppen. Omfanget af denne
aktivitet har veeret betragteligt starre end beskrevet i projektansggningen, idet bla.a. alle oplag pa
internatkurserne har vaeret praesenteret her, endvidere har vi haft lejlighed til at have et opleeg om

Maple TA arrangeret af de davaerende Maple forhandler Adept

De egentlige erfaringsindsamlinger, distribution af materialer inspiration fra forskere mm., er dog
foregdet pa de to internatmgader i i Holbak pa Sgminestationen. Program og deltagerliste for de to

internatmgder fremgar af bilagene 1 til 4.

Det afsluttende seminar afholdtes pa Institut for Matematiske Fag, Kgbenhavns Universitet.
Program fremgar af bilag 5.

5. Projektets hovedresultater

Der har forud for til kurserne i dette projekt i alt veeret afholdt tre kursusomgang — hver med en
struktur, der minder om strukturen pa de to kurser afholdt inden for rammerne af nervaerende
projekt. Naervaerende projekts kurser er sa en videreudvikling af de foregaende med de ngdvendige
justeringer i forhold til erfaringer, evalueringer og nye malgrupper. Kursusprogram, samt materialer

og opgaver i forbindelse dermed findes pa falgende links; http://www.math.ku.dk/~m07jul/maple/

http://www.math.ku.dk/~rune/maple/



http://www.math.ku.dk/~m07jul/maple/
http://www.math.ku.dk/~rune/maple/

Der er blevet afholdt to internater. Deltagerlister fremgar af bilag 1 og 2. Oplag kan findes pa

www.mcmgym.dk

Der er blevet udviklet en substantiel maengde undervisningsmateriale i form af arbejdsark,
klippeark, skabeloner, standartbesvarelser, samt materiale til brug i forbindelse med starre skriftlige
opgaver, avanceret brug af Maple, Maple brugt eksplorerende og Maple brugt i forbindelse med
MATH’s besagsprogram. Disse filer er arkiveret i fildelingssystemet dropbox. Enkelte filer kan

findes p& www.mcmgym.dk eller ved henvendelse til CMU®.

6. Udviklede efteruddannelsestilbud og formidlingen heraf

Strukturen i efteruddannelsen i brug af Maple har en raekke treek, som er karakteristisk for et
moderne efteruddannelsestilbud. For det farste er der dannet et konsortium med flere interessenter —
farst og fremmest N@ORD-sammenslutningen og MATH, som har veeret interesseret i at veere felles
om et efteruddannelsestilbud. MATH har haft interesse i at tilbyde et feerdigt efteruddannelsestilbud
inden for computerbaseret matematik. Skolerne har haft en interesse i at have en ramme for
systematisk kompetenceudvikling af matematiklzrere, som var attraktiv for leererne og billig for
skolerne. Endeligt har skolerne og MATH vaeret interesseret i dialogen - skolerne for at finde ud af,
i hvilken retning deres matematikundervisning skal ga for at kvalificere til universiteterne og
MATH med hensyn til, hvad de kan forvente, nar de rekrutterer studerende. Fagligt betyder dette at
matematik ogsa ses i lyset af overgangen mellem gymnasium og videregaende uddannelser men

vigtigst nok ikke kun i et perspektiv, hvor den afsluttende (skriftlige) eksamen er altdominerende.

Efteruddannelsen er en faglig efteruddannelse. Med sin deltagelse i kurset har man gennem
forberedelse og udviklingen af undervisningsforlgb udviklet faglige kompetencer - i denne proces er
ikke mindst hjemmearbejdet vigtigt. Endeligt er den efterfalgende didaktiske diskussion, der har
fundet sted pa de to internater, central - dels i forhold til den daglige undervisning, hvor den
forudseettes for en sund implementering af computere i matematikundervisningen og dels i forhold

til en validering af projektets konklusioner.

> Center for Computerbaseret Matematikundervisning (CMU) er et Center oprettet i forleengelse af samarbejdet i
narvarende projekt. En hjemmeside er under oprettelse; http://www.math.ku.dk/forskning/CMU


http://www.mcmgym.dk/
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Nogle af de didaktiske spargsmal rejses vedvarende, nogle besvares og nye kommer til. Hvordan
indfgres Maple som en del af matematikundervisningen? Hvilke muligheder giver indfgrelsen af nyt
veerktgj, hvilke begransninger setter det? Er der emneomrader, som bliver trivielle, er der emner,
som sarligt egner sig til en behandling via Maple? Pavirker indfgrelse i Maple elevernes made at
kommunikere med hinanden pa? Hvorledes pavirkes elevernes kommunikation med lzereren? Hvad
bliver leererens rolle? Hvorledes kan Maple bruges i andre fag og i forbindelse med starre
tveerfaglige opgaver? Spargsmalene treenger sig vedvarende pa. Alt afhaengig af faglige og

institutionelle rammer vil et nuanceret svar kraeve en langt sterre indsats.

Den enkelte leerers indgang til efteruddannelsen i projektet er noget forskellig. Nogle har alene har
beskaftiget sig med CAS — verktgj ved hjelp af handholdte lommeregnere, mens andre har et vist
kendskab til forskellige computerprogrammer. De fleste er enige om, at overgang til computerbrug
ikke kun repraesenterer et andet (og uomgangeligt) veerktgj, men involverer mange sider af
matematikundervisningen og selv kompetente bruger har udtrykt behov for vedvarende

efteruddannelse.

7. Evaluering af projektet og dets opfalgning

Formalet med denne rapport er at dokumentere, at projektansggningens konkrete tiltag er blevet
realiseret sdvel som at formidle de resultater og erfaringer, projektet har kastet af sig i form af
materialer, arbejdsformer og anbefalinger til videre arbejde. En del af dette findes ovenfor i de
foregaende afsnit. Nedenfor er et fokus pa de erfaringer projektet har genereret inden for de
forskellige fokusomrader og forslag til opfelgning, samt ikke mindst en del vedrgrende Maple og

den faglige diskurs.

Som indgang til afsnittet kan man tage felgende citat;

Jo mere jeg fosgger at lzere mine elever, desto darligere klarer de sig til eksamen.®

Det er tale om et &gte paradoks. Man skulle tro at mere undervisning i matematik ville give bedre
resultater ved skriftlig matematik eksamen, men en del erfaring viser, at man til en vis grad klarer
eksamen bedre med hjaelpemidler der ikke fordrer sa meget matematik, men som beherskes
malrettet mod opgaverne. Maple er et program der fordrer matematik og ikke helt nemt malrettes

bestemte eksamensopgaver.

® Formuleret af en deltager i forbindelse med et opleeg om brug af matematik i fysik ved internatet januar 2013.



7.0 Indledning

Computerbaseret matematik i gymnasiet har ikke en lang historie, men fra 1990’erne har der vaeret
begreensede programmer til radighed, der f.eks. kunne bruges til at anskueliggere
differentialligninger. CAS verktgjer blev udbredt med de avancerede lommeregnere i 0’erne, der
startede med muligheder for at tegne funktioner og som tilbad grafisk ligningslgsning, men senere
blev udviklet med regressions veerktgjer og ikke mindst med muligheder for mere udviklede

algebraisk ligningslgsning.

At de avancerede lommeregnere fandt vej til den gymnasiale undervisning var ikke en selvfglge -i
en del lande var man langt mere tilbageholdende. | Danmark slog CAS lommeregneren igennem,
fordi det blandt andet blev set som en mulighed for et lgft af eleverne i forstaelse af begreber, men
ogsa for at tilbyde mere motiverende, varierende og eksplorerende arbejdsformer samt mere
realistiske anvendelser. En fordel ved CAS lommeregneren var naturligvis dens ringe starrelse og
derfor dens umiddelbare integrering i en traditionel klasserums undervisning.

CAS lommeregneren har ogsa oplagte begraensninger. Dens grafiske flade giver ikke muligheder
for samme detaljer som en computerskaerm, og menuer og hjelpefaciliteter er enten begraensede
eller vanskeligt tilgeengelige. Endeligt er det ikke mindst vanskelligt at dokumentere
fremgangsmade, mellemregninger osv., ligesom det er vanskelligt at overfare resultater fra en

lommeregner til andre dokumenter.

Da barbare PC’ere blev billigere og mange elever allerede havde en var det oplagt at interessere sig

for hvordan computerbaserede CAS systemer bliver brugt og kunne bruges i gymnasieskolen.

Det er mange muligheder for computerbaserede CAS systemer f.eks. GeoGebra eller matematik
integreret i Word, samt ikke mindst videreudviklingen fra lommeregneren — Tl-inspire. Blandt
mulige platforme var det ogsa naturligt at se pa den platform som de fleste videregaende
uddannelser i Danmark har valgt nemlig Maple. Ud over den mulighed det giver for at samarbejde
med f.eks. Institut for matematiske Fag, pa Kebenhavns Universitet og Compute pa DTU, er Maple
ogsa en fleksibel og avanceret platform, der bade kraever en matematisk indsigt og — ved

hensigtsmaessig brug giver ny indsigt.

Grundtanken i projektet har derfor lgbende vaeret, hvordan de deltagende skoler i dialog med

MATH og andre der har erfaring med Maple i undervisningsbrug kan udforme forlgb, der i



gymnasiet ikke blot bruger Maple som en ny avanceret lommeregner til lasning af opgaver, men har
fokus forbindelsen mellem Maple og det tilteenkte matematik indhold.

| trad med denne didaktiske tilgang udformedes projektet med et didaktisk fokus pa 4 omrader, som

er navnt ovenfor:

1. Maple i introduktionen til gymnasiet

2. Maple i samarbejde med andre fag

3. Maples styrkesider

4. Maple i overgangen til videregaende uddannelser.

Disse fokusomrader blev behandlet separat pa de to todages seminarer i projektperioden og de

efterfalgende overvejelser skal ses pa grundlag heraf.

7. 1 Overvejelser angaende projektets fokusomrader

Ad 1. Maple i introduktionen til gymnasiet

Her er set pa hvordan Maple hensigtsmaessigt introduceres til elever i 1. g. og 1. HF.
Grundlaeggende handler det om at veenne eleverne til at arbejde med computeren hensigtsmaessigt -
herunder ikke blot bevidstlgst at bruge Maplekommandoer.

Metoderne der her laegges vaegt pa er eksempelvis i starten at bruge Maple som skrivemaskine i
”document mode” og ikke bruge Maples regnekraft, men blot udnytte de mange specielle tegn og

muligheder for at stille opgaver pznt op.

Det handler ogsa om at give eleverne mulighed for at beherske matematiske feerdigheder uden at
bruge Maple’s avancerede kommandoer med det samme — men implementere det i trinsvist i Maple.
Maple kan sé evt. bruges som det man kalder ”simuleret handregning” — dvs. blot til at udfare
(mellem-) regninger og ikke med brug af kraftigere virkemidler som f.eks. solve kommandoen.

Det handler i introduktionen ogsa om at styrke brugen af den korrekte syntaks. dvs. at se at Maple
er konsekvent vedrgrende brug af tegn, bragkstreger, parenteser osv. og herunder hvordan Maples
output og fejimeldinger laeses. | den forbindelse er det iseer plot kommandoen og senere i
introduktionen solve og fsolve kommandoerne det er vigtigt at arbejde med.

Ad 2. Maple i samarbejde med andre fag
| samarbejdet med andre fag har fokus har veret pa hensigtsmaessigt samarbejde med fag, hvor
matematik bruges en del, speciel har der veeret set pa samfundsfag, biologi, fysik og kemi.



Med hensyn til fysik har der veeret et vist overlap med avanceret brug (Maples styrkesider), fordi
faget i hgj grad pa specielt A niveau bruger matematik.

Maple bliver let avanceret i forhold til de faglige mal i andre fag (og nogle gange ogsa i forhold til
leererkompetencer) men grundlaeggende giver Maple gode muligheder for modellering og
simulering. De afpravede og fremlagte forlgb gav eksempler pa modellering af jordskelv, pa
simulering i forbindelse med Chi-i-andenfordelingen og pa brug af forskellige varianter af logistisk
veekst i forhold til biologiske forsag.

Selv relativt simple problemstillinger inden for andre fag er ofte forbundet med at skaere Maple til
sa det virker simpelt. Sa kan eleverne imidlertid ikke selv handtere gangen i programmet men er
henvist til at bruge det som en slags blackbox, hvor de f.eks. kan undersgge, hvad bestemte
parametre betyder for outputtet, men hvor selve koden er uigennemskuelig eller ligefrem skjult for
dem. En uddybning af problemstillingen behandles nedenfor under afsnittet ’Instrumentel Maple”
men er naturligvis ikke kun et problem i forhold til Maple men omfatter computer programmer

generelt.

En anden vanskelighed er, at andre fag — ofte meget velbegrundet- foretraekker andre programmer
som Excel i samfundsfag og Logger Pro i fysik og kemi. Programmerne har alle deres styrkesider,
men problemet er sa 0gsa, at eleverne ikke opnar den ngdvendige rutine inden for hver af

programmerne, hvis de praesenteres for mange programmer.

Et vigtigt emne, der har veeret belyst i forbindelse med Maple i andre fag, er hvordan man
hensigtsmaessigt bruger enheder i Maple. Units giver en mulighed men virker ikke altid sammen
med solve. Alternativt kan man i visse problemstillinger lade bestemte konstanter indga som

variable uden enhed (f.eks. c, h eller ).

Ad 3. Maples styrkesider
Der er mange omrader hvor Maple har serlig gode faciliteter. Det gelder f.eks. ligninger med flere

variable, differentialligninger eller illustration af integraler.

| projektet har serligt veeret belyst parameterkurver hvor Maple giver gode muligheder for at
simulere og undersgge beveegelser f.eks. i Tivoli forlystelser. Vagten laegges her pa, at eleverne
faktisk i hgj grad selv er i stand til at falge modelleringsprocessen



En anden oplagt avanceret anvendelse er rumgeometri hvor man kan illustrere mange vigtige
egenskaber og skeringer. Pa projektets hjemmeside findes et opleeg om Gaudis katedral i

Barcelona, der treekker pa Maples faciliteter.

Et problem i forhold til Maples styrkesider kan illustreres ved lgsning af ligningssystemer. En
oplagt made at tilretteleegge det pa er ved at lade elever arbejde med to ligninger med to ubekendte
— 0g maske i begraeenset omfang med 3 ligninger med tre ubekendte, men sa kan man herfra lade
Maple tage over og arbejde f.eks. med 2 ligninger med 3 ubekendte 4 ligninger med... og se at der
nu er flere muligheder end i det simple tilfeelde. Problemet er bare at i STX er der ikke krav om
sadanne udvidelser — der f.eks. kunne bruges til skaering mellem planer. Og eleverne kommer derfor
ikke til at opleve hvor Maple faktisk tilfgrer nyt. Dette geelder dog ikke pa HTX hvor 3 ligninger
med 3 ubekendte er pensum.

Vi vil behandle problemstillingen nedenfor, hvor vi diskuterer, at man ofte i gymnasiet “betreeder sa
smal en sti”, at oplagte undersegelser/udvidelser, hvor Maple virkelig kommer til sin ret skal

placeres i valgfrie forlgb og derfor sjeeldnere kommer i spil.

Ad 4. Maple i overgangen til videregaende uddannelser.

Overgangen til videregaende uddannelse var et af de centrale motiver til netop at fokusere pa
Maple. Den oplagte mulighed er at udnytte elevernes kendskab til Maple i forbindelse med f.eks.
Institut for Matematiske Fags besggsprogram. Naturligvis er det kun en meget lille del af eleverne
der skal videre med specielle matematik uddannelser, men alligevel er det relevant for mange at

kende til hvad det vil sige at studere matematik, hvordan matematik kan se ud efter gymnasiet osv.

Vi har i projektet arbejdet med to omrader der i en vis forstand begge seger om bag Maple og ser pa
den underliggende matematik. Det ene emne drejer sig om talbegrebet og en forstaelse for, hvordan
Maples brug af. eksakte tal som kvadratrod 3 egentlig finder sted og hvordan man f.eks. kan
reekkeudvikle. Det andet forlgb undersgger differentiabilitet (og uniform kontinuitet) og specielt
hvilke kurver/grafer det er muligt at tegne i Maple. Begge forlgb indeberer et besgg pa
matematematisk institut, hvor problemstillingen introduceres og hvor forskellige Maple ark vises.
Efterfglgende skal eleverne hjemme pa skolen arbejde videre med problemstillingen hen imod et
nyt besgg hvor elevernes arbejde samles op. Maple er platformen for arbejdet, men fokus har veeret
pa den matematiske substans. Flere af de faglige pointer havde dog veeret vanskelige at na frem til
uden brug af Maple.



7.2 Maple og matematik

Instrumentel tilgang

Som navnt ovenfor er tendenser til at bruge Maple instrumentelt et lgbende tema. For sa vidt
gelder det allerede enkle kommandoer som solve, der hvis den bruges pa ikke helt simple
funktioner giver resultater som er vanskelligt for eleverne at fortolke. | farste omgang kan man bare
forteelle, f.eks. at komplekse losninger i virkeligheden betyder ingen losning”, men problemet
dukker op mange steder, f.eks. hvis solve bruges til at finde skaering mellem funktioner eller hvis

der er flere lgsninger.

Ofte ma leereren sa opstille regler for, hvordan man skal fortolke outputtet eller hvordan Maple
kommandoerne skal seettes sammen. Det er imidlertid vanskelligt ad den vej for eleverne at se om
det drejer sig om egentlige matematiske problemer (hvad det oftest ger) eller om det blot er Maple,
der har sveert ved at lgse f.eks. simple eksamensopgaver -hvad der meget vel ogsa kan vere
tilfeeldet. Bagved ligger i nogle tilfeelde at begrebet omvendt funktion ikke behandles szrlig grundigt
i gymnasiet men er en vigtig del af brugen og forstaelsen af solve.

Instrumentelle tilgange optraeder ofte fordi vi i gymnasiet kun har et begranset sigte med
undervisningen — og f.eks. ikke ger sa meget ud af funktionsbegrebet i forhold til ligningshegrebet
hvilket gar en kommando som unapply temmelig uforstaelig, ndr man gnsker at omdanne den
ligning Maple giver f.eks. ved regression til en funktion. Det kan vaere motivet til f.eks. at bruge
Gym — pakken der skjuler nogle af den slags kommandoer, men det gar det neeppe mindre

instrumentelt — snarere mere.

Nogle gange — som ved regression eller Chi-i-anden test er den instrumentelle vej maske den eneste
mulige, men faren er, at der udvikles en undervisningskultur, hvor der sa at sige findes ark til hver
slags opgave og det blot drejer sig om at finde det rigtige og satte ind. Eleverne vil s& vanskelligt

kunne skelne mellem det at kunne Maple og det at kunne noget matematik.

Problemstillingen er ikke unik for Maple — f.eks. GeoGebra har lignende instrumentelle treek — hvis
man ikke kender til vektorregning eller forstdr at “maéling af en vinkel” er en form for
sammenligning med en kendt vinkel er det temmelig uforstaeligt hvordan det f.eks. er muligt at

afseette en vinkel med en given starrelse nar nu vinkelmaler ikke er et konstruktionsredskab.



Vertikal og horisontal udfoldning

Den smalle sti er en metafor for en undervisning, der savner en horisontal udfoldning’.

Det er bergrt ovenfor. Tilsvarende kan man ogsa bruge begrebet vertikal udfoldning Begge
problemstillinger vedrarer, at det ofte for at forsta og beherske matematiske begreber og procedurer
er ngdvendigt at udfolde dem. Det vere sig i bredden for at se begreber og procedurer anvendt pa
andre matematikomrader end der hvor de farst er introduceret eller i dybden hvor man bygger
videre pa begreberne og procedurerne og giver dem mere indhold. Begge udfoldninger har gode
muligheder med Maple, og i modseatning til den instrumentelle tilgang vil der her vaere gode
muligheder for at eleverne selv kan udfordre/udforske forholdet mellem Maple og den matematik
der arbejdes med. Det geelder som navnt f.eks. lgsning af to lineaere ligninger med to ubekendte,
hvor en udvidelse til flere ligninger udfolder lgsningsbegrebet bredere, men det gaelder ogsa emner
som brug af 0-reglen og faktorisering ved lgsning af simple 2. gradsligninger — der kan gives

yderligere mening hvis man ser pa polynomier mere generelt.

Maple giver rigtig mange muligheder for at tilretteleegge forlgb, hvor man undersgger og udvider pa
grundlag af simple eksempler, som man laver i handen eller ved simuleret handregning i Maple. Det
er dog desverre ofte tidskraevende og en del elever vil ikke se meningen med konstant at bruge

Maple til udvidelser, nar der nu ikke er et eksamensmaessigt krav om at man gar den vej.

Autenticitet

Det at tilskrive en mening til den matematik, der undervises i har veeret genstand for diskussion i det
danske uddannelsessystem gennem mange ar. Der har varet bred enighed om at autentisk eller
realistisk matematik klart er positivt ladet. Dermed harer enigheden ogsa op®. I folkeskolens gverste
klasser er autentisk matematik en matematik, som eleverne kan bruge i deres hverdag eller maske i
samfundet. Der kan ogsa vare en tilbgjelighed til iseer pa C-niveau at leegge et lignende
samfundsmaessigt perspektiv pa det man kunne kalde autentisk matematik. Problemet er imidlertid
at matematikken pa dette niveau i uddannelsessystemet ikke er sarlig avanceret og at man kun
tilnsermelsesvist kan komme tzt pa de reelle problemstillinger, isar hvis eleverne (af gode grunde)
ikke kommer tet pa de modeller og kvantitative metoder, der anvendes. Dermed fremstar

anvendelsen af matematikken i en given samfundsmassig sammenhang enten som et postulat eller

7 Se eksempelvis Hans Freudenthal eller Claus Michelsen. Begreb om horisontal og vertikal matematisering.
® Vi vil ikke gé videre med en lang diskussion her, men se eksempelvis Gravemeijer & Doorman (1999); ” Context
problems in realistic Mathematics”, Dordrecht, Kluwer Academic Publishers.



den afspejler ikke den matematik, der faktisk bruges. Autenticiteten er her knyttet til det man kan
kalde forteellingen om den anvendte matematik. Der er ingen grund til at opgive den forteelling, idet
den for en del elever kan verre motiverende. Programmer som Maple - med simulering, grafiske
illustrationer, plastiske modeller udarbejdet af lzereren - kan endda vaere med til at anskueliggere

reelle anvendelser, hvor eleverne kommer tattere pa de metoder der faktisk bruges.

Eleverne pa de gverste niveauer i gymnasiet og med deres blik for deres egen videreuddannelse
oplever i fgrste omgang det, der er relevant i forhold til studentereksamen som yderst autentisk —
alene i kraft af studentereksamenskarakterernes betydning. Denne form for skolemaessig autenticitet
er lidt andeledes end den farste, men uden at eleverne oplever et reelt behov for beherskelse af
Maple og tilsvarende mere avancerede programmer er der en fare for at fokus flyttes til andre
elektroniske hjaelpemidler eller til simplificerede Maple ark — heri ligger en opfordring til at de
afsluttende eksaminer skriftlige savel som mundtlige i et vist omfang udformes sa de laegger op til

at CAS brugen reelt ligger i nogle af CAS styrkesider.

Mange elever er med lidt tilskyndelse parate til at kaste et blik videre til den matematik de vil mgde
i deres videreuddannelse. | og med at Maple bruges som platform pa en reekke videregaende
uddannelser - er det oplagt at tilretteleegge forlab som repraesenterer en matematik der peger i
denne retning Alene af den grund saledes at valg af videreuddannelse traeffes pa et realistisk

grundlag.

Matematikken i Maple

En serlig vinkel pa Maple som specielt har vaeret belyst i temaet om overgang til videregaende
uddannelse er hvordan matematikken praesenterer sig i Maple. Pointen er at Maple og andre
computer veerktgjer jo ikke kun er redskaber til at anvende matematik. Det giver muligheder for at
praesentere matematik pa en anden made end hidtil og man kan ogsa undersgge problemer pa en ny
made. Denne tilgang kraever imidlertid saerlig opmarksomhed ogsa om den bagved liggende
matematik i Maple selv — hvad er f.eks. eksakte tal i forhold til decimaludvikling af tal, hvad er en

graf i Maple osv.

Det er (endnu) ikke naturligt at stille den slags spgrgsmal i den gymnasiale undervisning, hvor
mantraet er at vi har matematikken pa den ene side og sa har et redskab til at anvende den pa
konkrete problemer/opgaver/undersggelser pa den anden side. Men allerede et

undersggelseskoncept leegger op til en anden holdning til computerbrug og derfor vil synspunktet



maske skifte i de kommende ar, men det kraever at dette aspekt star steerkere ogsa i
evalueringer/eksaminer end det gar i dag.

7.3 Opfelgning pa projektet — oprettelsen af CMU

Overvejelserne i afsnit 7.2 viser pa den ene side at konstruktiv brug af Maple og andre
computerbasere matematikprogrammer har muligheder for at tilfare (gymnasie) matematikken nye
dimensioner i form af horisontale og vertikale udfoldninger og i form af en ny tilgang til hvordan
man undersgger og praesenterer matematiske problemer. Vi har ogsa tidligere set at Maple’s
muligheder for at modellere kan motivere brug af matematisk modellering i andre fag, og vi har set
at Maple i introducerende undervisning kan veere med til at fastholde stringens i forhold til

matematiske begreber og procedurer.

Det er vigtigt at dette fokus fastholdes i gymnasiets computerbrug.

Omvendt er den instrumentelle tilgang som ogsa blev beskrevet oven for en fare der lurer hele tiden
— ikke kun i omrader hvor der satses pa anvendelse som i regression og chi-i-anden test, men ogsa
mange andre steder hvor Maple kan blive reduceret til en slags redskab til opgavelgsning ikke
mindst af eksamensopgaver. Dels er det vigtigt at den instrumentelle tilgang begranses og at der i
de omrader hvor den i dag bruges arbejdes med tilgange hvor eleverne i hgjere grad far fat i
matematikken dels at der arbejdes med opgavetyper og eksamensformer der bedre understatter det

leeringsmaessige potentiale i programmer som Maple.

For at adressere disse problemer ogsa fremover er et af de vigtigste afkast af projektet at MATH har
besluttet at oprette et Center for Computerbaseret Matematikundervisning. Centrets formal er at
stimulere at der fortsat i gymnasieskolen foregar udviklingsarbejde med computere hvor det
matematiske indhold er i fokus. Erfaringerne fra det nerveerende projekt er afset for et tilbud om at
coache lzrere i udvikling af eksemplariske forlgh, der bad kan tjene som en efteruddannelse af dem

selv og gennem videndeling lgfte undervisningen bredere set.



